Центр по работе с одаренными детьми
Математика

Занятия  № 6-8
7-9 КЛАСС

Задача 1.Докажите, что если в 6-значном номере автобусного билета ровно три цифры нечетны, то он не может быть «счастливым». Билет называется «счастливым», если сумма первых трех цифр его номера равна сумме трех последних цифр.

Решение.Билет – «счастливый», если сумма первых трех цифр его номера равна сумме трех последних цифр. Поэтому в счастливом билете сумма цифр номера – четное число. С другой стороны, если в номере ровно три нечетные цифры, то общая сумма цифр также нечетна. Противоречие.

Задача 2.Пятачок, Винни-Пух и ослик Иа после дождя пошли в лес за грибами. Пятачок первым собрал [image: image2.png]20%



 всех грибов и еще один гриб. Потом Винни-Пух собрал [image: image4.png]


 того, что осталось и еще один гриб. Наконец, ослик Иа собрал половину того, что осталось после Винни-Пуха и еще один гриб. Оказалось, что в лесу осталось три гриба. Сколько грибов было в лесу после дождя?

Решение. Пусть [image: image6.png]


– число грибов в лесу после дождя, тогда по условию задачи Пятачок собрал [image: image8.png]


 грибов, тогда после него осталось [image: image10.png]x—(x-2+1)=x-11-1



 грибов. Винни-Пух собрал [image: image12.png](x-2
-
1)-17+
T+l



 грибов, поэтому после Винни-Пуха в лесу осталось 

[image: image13.png]



грибов. Наконец, ослик Иа собрал [image: image15.png]((3-1)-5-1)-+1



 грибов, а после него осталось 

[image: image16.png](g0 5 (((5-2) ) )= (65




грибов. По условию задачи это число равно [image: image18.png]


. Получим уравнение 

[image: image20.png]((c3-1)5-1)-F-1=3



, откуда [image: image22.png]


, [image: image24.png]Xx2—1=27



, [image: image26.png]


.

Задача 3.В равнобедренном треугольнике [image: image28.png]AABC



 с основанием [image: image30.png]AC



 на стороне [image: image32.png]BC



 нашлась такая точка [image: image34.png]


, что треугольники [image: image36.png]AABD



 и [image: image38.png]AACD



 также оказались равнобедренными. Найти углы треугольника [image: image40.png]AABC



.

Решение. Пусть угол [image: image42.png]£ACB




, тогда по условию [image: image44.png]/BAC= £ADC =«



. С другой стороны, [image: image46.png]£DAB = £DBC



 и [image: image48.png]£DAB+ «DBC = ZADC




, поэтому [image: image50.png]£DAB = 2DBC




. Таким образом, в [image: image52.png]AABCZA=+sC=a



, [image: image54.png]4B =~



. Следовательно, [image: image56.png]LA+2C+sB=a+a+s=2=180



, откуда [image: image58.png]a=72"



 и, значит, [image: image60.png]LA=2C=T72"



, [image: image62.png]/B = 36°



.

Задания для самостоятельного решения
Задача 1.У Кролика украли бочонок меда. Подозреваемые в краже: Винни-Пух, Пятачок и ослик Иа. Пятачок заявил, что мед украл Иа. Винни-Пух и Иа тоже дали показания, но они не были записаны. Позже выяснилось, что мед украл только один из троих и лишь он дал правдивые показания. Кто украл мед?

Задача 2.В школе 1000 учеников и 29 классов. Можно ли утверждать, что есть класс, в котором меньше 35 учеников?

Задача 3. Какая дробь больше [image: image64.png]788
588



 или [image: image66.png]7888
sess



?

Задача 2.Для нумерации страниц книги потребовалось 411 цифр. Сколько страниц в учебнике?

 Рассмотрите решенные  олимпиадные задания.

Задача 3.В параллелограмме [image: image68.png]ABCD



 на стороне [image: image70.png]AD



 взята точка [image: image72.png]


 так, что треугольник [image: image74.png]AABE



 – равнобедренный с основанием [image: image76.png]AE



, треугольник [image: image78.png]ABCE



 – равнобедренный с основанием [image: image80.png]BE



, треугольник [image: image82.png]ACDE



 –равнобедренный с основанием [image: image84.png]CE



. Найти углы параллелограмма [image: image86.png]ABCD



.

Решение. Обозначим равные углы

[image: image88.png]/BAE = £AEB




, [image: image90.png]£CBE=/BEC=p



, [image: image92.png]LECD =£CED =y



,

тогда [image: image94.png]£AEB + £BEC + £CED = 180°



 (как развернутый угол), то есть [image: image96.png]a+f+y=180°



, откуда получим [image: image98.png]


. В треугольнике [image: image100.png]ABCE



находим

[image: image102.png]LECB=£DCB—£DCE = £BAD —£DCE=a —y



,

поэтому [image: image104.png]£BCE + £CEB + £CBE = 180"



, то есть [image: image106.png]B+ B+ (a—y)=180°



, откуда [image: image108.png]180°—a—f=F—-y



. Следовательно, [image: image110.png]


, откуда получим, что [image: image112.png]y=p8-vy



, или [image: image114.png]


, [image: image116.png]


. Таким образом, в треугольнике [image: image118.png]ABCE



 имеем [image: image120.png]B+p+E
+£
2 =180



, [image: image122.png]£ _ 180°
2



, откуда [image: image124.png]B =72



, [image: image126.png]


. Но тогда в параллелограмме [image: image128.png]ABCD




[image: image130.png](A= £C=tBCE+¢DCE = £LCED+ £(DCE=y +y=2y=72°



,

поэтому

[image: image132.png]/B=+D=180"—2A=180"—-72"= 108



.

Задача 4.Четыре бригады разгружали вагоны. Первая бригада разгрузила половину от общего числа вагонов. Вторая бригада – 1/3 того, что разгрузили другие бригады вместе. Рабочие третьей бригады разгрузили ¼ того, что разгрузили остальные. Четвертая бригада разгрузила 5 вагонов. Сколько вагонов разгружено всего?

Решение.Пусть первая бригада разгрузила a вагонов, вторая бригада – b вагонов, третья – с вагонов. Получим систему уравнений:

[image: image133.png](@+b+c+5)
aoBrorers)

5 ,
+c+5 a-b-c=
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Складываем первые два уравнения, получаем:

2a=4b или a=2b.

Вычитаем из первого уравнения второе, получаем:

2b-2c=10 или c=b-5.

Подставим полученные значения в третье уравнение:

2b+b-4b+20=-5, поэтому b=25, a=50, c=20.

Следовательно, все четыре бригады разгрузили

a+b+c+5=50+25+20+5=100 вагонов.
Задачи на смеси
Задача 1. В сосуд емкостью 6л налито 4л 70% раствора серной 

кислоты. Во второй сосуд той же емкости налито 3л 90% раствора серной кислоты. Сколько литров раствора нужно перелить из второго сосуда в первый, чтобы в нем получился 74% раствор серной кислоты? Найдите все допустимые значения процентного содержания раствора серной кислоты в 6л раствора в первом сосуде.

Пусть х литров раствора кислоты нужно перелить из второго сосуда в первый. Тогда в нем станет (4 + х) литров 74 процентного раствора.


[image: image134.wmf]-
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 кислоты в первом сосуде.

(0,9х) литров – кислоты нужно перелить.

(2,8 + 0,9х) литров – кислоты в новом растворе.

Учитывая, что новый раствор 74% и его объем (4 + х) литров, то кислоты в нем (0,74·(4 + х )) литров.

Получим уравнение:
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Найдем допустимые значения процентного содержания.

Так как в первый сосуд налит 70 процентный раствор серной кислоты, а будем доливать 90 процентный раствор, то процентное содержание раствора будет увеличиваться.

Из второго сосуда в первый можно перелить максимальное количество раствора кислоты – 2 литра.


[image: image136.wmf]-
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кислоты в двух литрах.
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кислоты будет в первом сосуде.

Тогда процентное содержание раствора серной кислоты в шести литрах раствора в первом сосуде может быть
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Ответ: 1; 
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Задача 2. Имеется два сплава золота и серебра: в одном массы этих металлов находятся в отношении 2:3, а в другом – в отношении 3:7. Сколько килограммов нужно взять от каждого сплава, чтобы получить 8 кг нового сплава, в котором золото и серебро находились бы в отношении 5:11? 

Условно разделим сплав на золото и серебро.

Пусть х кг масса куска, взятого от первого сплава. Тогда масса куска, взятого от второго сплава (8 – х) кг. 

Масса золота в первом куске  
[image: image140.wmf].
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Масса золота во втором куске  
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Масса золота в новом сплаве 
[image: image142.wmf]кг
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Получим уравнение

                                
[image: image143.wmf](
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1 кг нужно взять от первого сплава.

8 – 1 = 7 (кг) – от второго сплава.

Ответ: 1кг; 7 кг.

В этой задаче можно было бы составить и другое уравнение
*
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Решите самостоятельно
 Задача 1. Первый сплав содержит 10% меди, второй – 40% меди. 
Масса второго сплава больше массы первого на 3кг. Из этих двух сплавов получили третий сплав, содержащий 30% меди. Найдите массу третьего сплава. Ответ дайте в килограммах. 

Задача 2. Сколько надо взять 5 процентного и 25 процентного раствора кислоты, чтобы получить 4 л 10 процентного  раствора кислоты? 

Задания для  10-11 класса 
Задачи «на работу»

Задачи «на работу» делятся на два вида: на производительность труда и на производительность различных механизмов (труб, насосов и т. д.). Такие задачи часто вычисляются по формуле:

А=P(t
где P – производительность труда, т. е. часть работы, выполняемая в единицу времени;

      t – время, необходимое для выполнения всей работы.

Пусть P(t=1 – взаимообратные величины, т. е. вся работа А=1, следовательно:
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Решим задачу на производительность труда.

Задача 1.

Три каменщика разной квалификации выложили кирпичную стену, причём первый каменщик работал 6 часов, второй – 4 часа, а третий – 7 часов. Если бы первый каменщик работал 4 часа, второй – 2 часа и третий – 5 часов, то было бы выполнено 2/3 всей работы. За сколько часов каменщики закончили бы кладку, если бы они работали вместе одно и то же время?

Решение.

Решим эту задачу путём составления системы уравнений.

Пусть х – скорость выполнения работы первого каменщика, y – второго, z – третьего. Всю работу примем за 1. Составим систему уравнений по условию задачи (рис. 2а)
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Надо найти 
[image: image148.wmf]p
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Умножим (2) на -2 и сложим почленно с (1). Получим (рис. 2а):
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Затем умножим (2) на -1,5 и сложим почленно с (1). Получим (рис. 2б):

y=0,5z
Следовательно, подставим в искомое выражение полученные значения для x, y, z (рис. 2в). В итоге получим 6.

Ответ: каменщики выполнят эту работу за 6 часов.

Мы решили эту задачу путём составления систем уравнений и решая их методом Гаусса. 

Задачи «на работу сложны тем», что в них абстрактное понятие «работа» приобретает различное конкретное содержание. В первой задаче работа выражалась в виде производительности труда каменщиков. В следующей задаче мы рассмотрим случай, в котором идёт речь о работе по наполнению бассейна. 

Вывод: в результате решения задач двух разных видов мы выяснили, что все задачи на работу решаются по одной общей формуле (А=P(t) и в большинстве случаев решаются путём составления систем уравнений.

Задача ( для самостоятельной работы)
При одновременной работе двух насосов разной мощности бассейн наполняется водой за 8 часов. После ремонта насосов производительность первого из них увеличилась в 1,2 раза., а второго – в 1,6 раза, и при одновременной работе насосов бассейн стал наполняться за 6 часов. За какое время наполнится бассейн при работе только первого насоса после ремонта?

Попробуйте решить олимпиадные задания

1. В выпуклом четырёхугольнике ABCD углы A и C – прямые. AB = AD. Диагональ AC равна 1. Найдите площадь четырёхугольника.
2. На столе лежат 500 конфет. Двое ходят по очереди. За один ход можно взять со стола 1, 2 , 4, 8, 16, 32, 64, 128 или 256 конфет. Проигрывает тот, кому нечего брать. Победитель после игры может съесть все взятые им конфеты. Какое наибольшее число конфет съест победитель  при правильной игре?
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