Центр по работе с одаренными детьми
Математика

Занятие 13-15

Линейные уравнения с параметром

             Иногда в уравнениях некоторые коэффициенты заданы не конкретными числовыми значениями, а обозначены буквами.  Пример: ax+b=c.   В этом уравнении х – неизвестное, a,b,c – коэффициенты, которые могут принимать различные числовые значения. Заданные таким образом коэффициенты называются параметрами. Одно уравнение с параметрами задает множество уравнений (для всех возможных значений параметров).

Пример:   ах + 5 =4, а это параметр, вместо него можно подставить любые число, например, если а = 3, то получим уравнение 3х+5=4                                                                                                                                                                                                  Решить уравнение с параметрами – это значит:

1.      Указать, при каких значениях параметров уравнение имеет корни и сколько их при разных значениях параметров.

2.      Найти все выражения для корней и указать для каждого из них те значения параметров, при которых это выражение определяет корень уравнения.

Обратимся к уже приведенному уравнению с параметрами ax+b=c и решим его. 

Если  а=0, то получим 0х+b=с, 0х=с- b , если с- b=0, то х – любое число, если с- b≠0, то корней нет

Если  а≠0, то получим х=[image: image2.png]



 Ответ: Если  а=0, то либо х – любое число, либо корней нет

Если  а≠0, то х=[image: image4.png]



В процессе решения этого уравнения мы выделили значение параметра а=0, при котором происходит качественное изменение уравнения, такое значение параметра мы в дальнейшем будем называть «контрольным». В зависимости от того, какое уравнение мы имеем, «контрольные» значения параметра находятся по-разному. Рассмотрим различные типы уравнений и укажем способ нахождения «контрольных» значений параметра.

Линейные уравнения с параметром и уравнения, приводимые к линейным

В таких уравнениях «контрольными» значениями параметров, как правило, являются значения, обращающие в нуль коэффициенты при х.

Пример 1. Решить уравнение с параметром: 2а(а–2)х = а–2

1.      «Контрольными» значениями являются значения, удовлетворяющие условию:

2а(а–2)=0 (т.е. коэффициент при х равен 0)

решим это уравнение относительно переменной а.

2а=0 или а–2=0, откуда а=0, а=2.

2.      Решим первоначальное уравнение при «контрольных» значениях параметра.

При а=0 имеем 0х=–2, но это не имеет место ни при каких действительных значениях х, то есть в этом случае уравнение корней не имеет.

При а=2 имеем 0х=0, это справедливо при любом значении х, значит, корнем уравнения является любое действительное число х.

3.  Решим первоначальное уравнение, в случае, когда а≠0 и а≠2, тогда 2а(а–2)≠0 и обе части уравнения можно поделить на 2а(а–2), получим: х = [image: image6.png]222)




Ответ:  при а=0, корней нет;

  при а=2, корень – любое действительное число;

  при а≠0, а≠2, х = [image: image8.png]a-2 1
2a(a-2)  2a




Можно представить алгоритм решения такого типа уравнений.

1.      Определить «контрольные» значения параметра.

2.      Решить уравнение относительно х, при контрольных значениях параметра.

3.      Решить уравнение относительно х, при значениях, отличных от «контрольных».

4.      Записать ответ в виде:

Ответ: 1) при значениях параметра  а=... ,  х – любое число... ;

             2) при значениях параметра  а=.. ,   уравнение корней не имеет.

             3) при значениях параметра а= ... , уравнение имеет корни ... ;

Пример2    Решить уравнение с параметром    (а+3)(а-3)х – 9 = а2 + 6а

1) (а+3)(а-3) = 0

а+3=0        а-3=0

а=-3              а=3

2) Если а =-3, то получим 0х - 9 = -9,  0х=0, х - любое число

Если а=3, то получим  0х – 9 = 27, 0х = 36, корней нет

3) Если а≠-3 и а ≠3, то х = [image: image10.png]a+e6at9 _ (a+3)" _ a+3
(a+3)(a-3)  (a+3)(a-3) a-3




Ответ: Если а =-3, то х - любое число

Если а=3, то  корней нет

Если а≠-3 и а ≠3, то х = [image: image12.png]a+e6at9 _ (a+3)" _ a+3
(a+3)(a-3)  (a+3)(a-3) a-3




Для самостоятельного решения

1) (а-2)х = а
2) (а2 – 16)х = (а-4)2
3) (а2 + 10а +25)х + 25 = а2
4) ах + 2х -7 = а

Задания для  учащихся 10-11 классов
1. Известно, что [image: image14.png]a+b+c=2012



 и [image: image16.png]1,1 _ 2018
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. Найдите [image: image18.png]€ 42 4, @
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.
Решение

Ответ: 2010. Решение: Умножим левую часть второго соотношения на левую часть первого, правую на правую часть. Получим, что  [image: image20.png]2013




. Значит, [image: image22.png]



2. Любую вершину правильного тетраэдра с ребром 1 можно сдвигать по проходящей через нее прямой, параллельной противоположной грани. Можно ли такими операциями преобразовать его в пирамиду, основание которой прямоугольный треугольник с катетами, равными 1 и ребром единичной длины перпендикулярной основанию?
3. Пусть a, b, c – заданные вещественные числа. Докажите, что уравнение
 [image: image24.png](x—a)(x—b)+(x—b)(x—c)+(x—a)(x —c) =0



 
имеет по крайней мере один вещественный корень.
4. Найти наименьшее значение функции [image: image26.png]


, если известно, 
что [image: image28.png]x+y+xy



.
5. Медианы [image: image30.png]


,  [image: image32.png]BB,



, и  [image: image34.png]cc,



,треугольника [image: image36.png]


 пересекаются в точке O, а их длины равны соответственно 30, 24 и 18. Найдите площадь треугольников [image: image38.png]


 и [image: image40.png]0A,C



, а также радиус окружности, описанной около треугольника [image: image42.png]0A,C.




6. Решите неравенство [image: image44.png]log,..(Vx+3+1) <1



 различными способами.

7. Укажите все значения [image: image46.png]a,



 для которых уравнение [image: image48.png]V3a+V3a+2x



 [image: image50.png]


 имеет решение.
8. Фигура «Необычная» ходит по квадратной клетчатой доске, сдвигаясь  на одну клетку либо вверх, либо вправо,  либо вниз-влево по диагонали. Может ли эта фигура обойти все клетки доски ровно по одному разу и закончить путь сверху от начальной клетки. 
Самостоятельная работа
9. Найдите ошибку в доказательстве и объясните в чем она.

[image: image51.png]



10. Гипотенуза прямоугольного треугольника (в американском стандартном экзамене) – 10 дюймов, а опущенная на нее высота – 6 дюймов. Найти площадь треугольника. С этой задачей американские школьники успешно справлялись 10 лет, но потом приехали из Москвы русские школьники, и ни один эту задачу решить, как американские школьники (дававшие ответ 30 квадратных дюймов), не мог. Почему?
