Центр по работе с одаренными детьми

Математика 

Занятие 15 

7- 8 класс

Деление с остатком
[image: image1.png]Boob611ie 4yuco r ABAAETCA OCTATKOM OT AeJIeHHS HATYPAaJbHOIO
yycJia @ Ha HaTypaJIbHOe UYHCJO0 b, ecay pa3HOCTb @ — I AeJuTcd Ha b
n0 <r<hb.

B Kypce anrebpel MOHATHEe AeJeHUA C OCTATKOM PACIPOCTpPAaHd-
eTCA Ha CJy4aii, Korja JeJNMoe SABJIAETCA IeJbIM YMCJIOM, a JeJIu-
TeJib — HaTypaJbHBIM. OmpelieeHHe ocTaTKa, MPUHATOE AJIA HATY-
pPAJIbHBIX 4YKCeJI, IIePEHOCUTCA Ha ITOT CJIYydaii.

Onpenenenue. Ilemoe uucjIO r HA3BIBAETCA OCTATKOM OT
JeJeHHUsA IeJIOr0 YHMCJA a Ha HATypaJbHOE YHCJO b, eciim pa3HOCTH
a—-rapeaurca Ha bu 0 < r < b.

HanpuMmep, octaTok oT gejeHusa uyuciaa —11 Ha 3 paBeH 1, Tak
kakK pasHocTh —11 — 1 geanreca Ha 3 w0 < 1< 3.

O603HaUMM YacTHOe OT JejleHUs a — r Ha b OykBoii q. Torna

a—-—r=bg,a=bqg+r,tne 0 <r <b>H.
Yucao q HasbiBaeTcA 4YacTHHIM (nIpu r = () UM HENOJHBIM YAacT-
HeIM (mpu 0 < r < b).
Tak, —11 = 3-(—4) + 1. Yucao —4 — HemoJIHOe YacCTHOe.

IIpn pelreHMH 3azad IIUPOKOE NMpHUMeHeHHe HaXOAUT TeopeMa o
NeJeHHN C OCTATKOM.

Teopew™ma. Jaa n1060z20 yenozo wucna a u HamypanrbHozo
yucaa b cyuwecmeyem eduncmeéeHHaAA napa yenwvix wucen q u r,
maxux, ymo a =bq + r, 20e 0 < r < b.




[image: image2.png]Ha nejleHNMH ¢ OCTATKOM OCHOBaHBI pa3JanuyHble (GOPMBI HIpeEn-
CTaBJICHUA IIeJbIX uHceJ. Hampumep, mpu AejleHHMH I[eJIOr0o 4ucJIa
Ha 3 mMoryT moayuutbcesa octaTku 0, 1 u 2. ITosaromy aroboe 1esoe
YHUCJIO MOYKET OBITh IPeJCTABJIEHO B OJJHOM M3 CJIEAVIOIIHX BUIOB:

3k, 3k + 1, 3k + 2 (k — nesoe uucyo).
AHAJIOrMYHO, HCXOAA M3 OCTATKOB, KOTOpPbIe MOTYT IMOJYYUTHCS

IpU AeJIEeHUH IIeJIOr0 YHCJa Ha 9, BCAKOe Ilejioe YMCJIO MOMKeT OBITh
IIpeACTaBJIEHO B OJHOM M3 CJIEAYVIOIIUX BUIOB:

5k, bk + 1, bk + 2, bk + 3, 5k + 4 (kK — 1esoe YHCJIO).




[image: image3.png]B mepBoM ciyuae MHOXKeCTBO ILeJIBIX YMceJl pa3buBaeTcs Ha TPHU
HelepeceKamwlnecsa MOAMHOMXeECTBa, WJH, KAK I'OBOPAT MHAuUe, Ha
TPH KJACCd, BO BTOPOM cJiydae OHO pa3buBaeTcs Ha MATH KJIACCOB.

IIpumep 2. Haiizem, Kkakue OCTATKH MOTYT IIOJYUYUTHCA
IpHu AeJIeHHH KBajpaTa IieJioro uucja Ha 4.

B cooTBeTCTBMH C OCTATKaAMH, KOTOPhIe MOIYT IOJYYHUTHCA IPH
oeJIeHUHM IeJjoro uucija Ha 4, jgroboe Iesoe 4McJO0 MOXKHO MNpeicTa-
BHTHL B OOHOM M3 BHJOB:

4k, 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3 (k — 1ejsoe uucJo).
Orcroga mojsy4daem:
(4R)? = 16k% = 4(4k?),
(4k + 1) =16k + 8k + 1 = 4k(4dk + 2) + 1,
(4k + 2)%2 = 16k2 + 16k + 4 = 4(4k* + 4k + 1),
(4k + 3)2 = 16k2 + 24k + 9 = 4(4k? + 6k + 2) + 1.

M&I BUAMM, YTO KBaJpaT IleJioro uucJja Jgubo geaurcsa Ha 4, T. e.
naet octaTok 0, 6o npu aejneHun Ha 4 gaer ocrtaTok 1. 3HAUMUT,
IpH JeJIeHWH KBajpaTa Iejioro uucija Ha 4 He MOXKeT MHOJYYUThCA
OCTaTOK 2 NJau 3.




Примеры решения задач
[image: image4.png]1 . Haiizute Bee HATYpATbHEE 4HCIA, KOTOPhIe NP AeTEHHH
Ha 17 AQIOT OCTATOK, PABHBI KBAZPATY YACTHOTO.




Решение
Пусть при делении некоторого числа а на 17 получится число равное х, тогда остаток равен х2. Используя формулу а=bq+r, где 0 ≤ r < b,  получим: а = 17х + х2 , где  0 ≤ х2 < 17, откуда х = 0,1,2,3,4. х=0 не подходит, т.к. тогда а - не натуральное число, Подставляя вместо х числа 1,2,3,4, получим, что а равно 18, 38, 60,84.

[image: image5.png]2. Tlpu sezenun ma 7 OAHO E70C YHCIO AaeT OCTATOK 2, &
apyroe 5. Kaxoli 0cTaTOK MOTYSHTCS W Aenemun Ha T mpousBene-
uA oTHx wncen?




Решение
Пусть а = 7m +2, b =7n+5, тогда ab = (7m +2)( 7n+5)= 49mn + 35m + 14n + 10 = 49mn+35m+14n+7+3 каждое слагаемое делится на 7, кроме 3, значит, остаток равен 3.
[image: image6.png]3. Yucs0 a npu senenuu va 7 faer ocratok 2. Kaxoit ocrarox
nonyuwTos npw genexn Ha 7 wHCAR:
a)8a+1; 6)ai+a+1?




Решение
а) Пусть а = 7m +2, тогда 8а+1 = 8(7m +2)+1= 56m + 16 + 1= 56m + 14 + 3, каждое слагаемое делится на 7, кроме 3, значит, остаток равен 3.
б) Пусть а = 7m +2, тогда а2 + а + 1 = (7m +2)2 + (7m +2) + 1 = 49m2 + 28m + 4 + 7m +2 + 1 = 49m2 + 28m + 7m + 7 каждое слагаемое делится на 7, значит, остаток равен 0

[image: image7.png]4. lokaxcure, uto:
ecan wenoe wHCTO m mpH AeneruM HA 6 naer ocTaTok 1,
70 wueao m? - 2m + 19 geantes Ha 18;




Решение
Пусть m = 6b +1, тогда m 2 -2 m + 19 = (6b +1)2 -2(6b +1) + 19 =  36b2 +12b +1 -12b -2 + 19 =  36b2 +18 каждое слагаемое делится на 18, значит, m 2 -2 m + 19 делится на 18.
Задачи для самостоятельного решения
[image: image8.png]1 Kakie 0CTATKH MOTYT NOZYYHTLCA TDH Ae/eHMH KBAXDATA
neoro uncna Ha 57




[image: image9.png]2. Hexoropoe wmcio m (m € Z) Aaet npw feemnn Ha 8 ocra:
1ok 3. Kaxoif 0CTaTOK TOAYWHTCA TPH felemun Ha 8 umcra
mt+ 3m + 22




[image: image10.png]3. llokasure, uro:
eCIH 1eNI0e WHCIO M NPH JleNleHHH Ha 8 AaeT 0CTAToK 2,
70 wneno m? + 4m — 12 peanrcs ua 64.





9-10 класс
 Решение уравнений в целых числах.

1. Применение теории делимости к решению неопределенных уравнений в целых числах.
   Неопределенные уравнения – уравнения, содержащие более одного неизвестного. Под одним решением неопределенного уравнения понимается совокупность значений неизвестных, которая обращает данное уравнение в верное равенство.

      Для решения в целых числах уравнения вида ах + by = c, где а, b, c – целые числа, отличные от нуля, приведем ряд теоретических положений, которые позволят установить правило решения. Эти положения основаны также на уже известных фактах теории делимости.

   Теорема 1. Если НОД(а, b) = d, то существуют такие целые числа х и у, что имеет место равенство ах +  bу = d.
(Это равенство называется линейной комбинацией или линейным представлением наибольшего общего делителя двух чисел через сами эти числа.)

   Доказательство теоремы основано на использовании равенства алгоритма Евклида для нахождения наибольшего общего делителя двух чисел (наибольший общий делитель выражается через неполные частные и остатки, начиная с последнего равенства в алгоритме Евклида).

Пример. 

Найти линейное представление наибольшего общего делителя чисел 1232 и 1672.

Решение. 

1. Составим равенства алгоритма Евклида:

1672 = 1232 ∙1 + 440,

1232 = 440 ∙ 2 + 352,

440 = 352 ∙ 1 + 88,

352 = 88 ∙ 4, т.е. (1672,352) = 88.

2) Выразим 88 последовательно через неполные частные и остатки, используя полученные выше равенства, начиная с конца:

88 = 440 - 352∙1 = (1672 - 1232) - (1232 - 1672∙2 + 1232∙2) = 1672∙3 - 1232∙4, т.е. 88 = 1672∙3 + 1232∙(-4).

Теорема 2. Если уравнение ах +  bу = 1, если НОД(а, b) = 1, достаточно представить число 1 в виде линейной комбинации чисел а и b.

   Справедливость этой теоремы следует из теоремы 1. Таким образом, чтобы найти одно целое решение уравнения ах + bу = 1, если НОД (а, в) = 1, достаточно представить число 1 в виде линейной комбинации чисел а и в.

Пример. 

Найти целое решение уравнения 15х + 37у = 1.

Решение. 

1. 37 = 15 ∙ 2 + 7,

   15 = 7 ∙ 2 + 1.

2. 1 = 15 - 7∙2 = 15 - (37 - 15∙2) ∙2 = 15∙5 + 37∙(-2),

т.е. х
[image: image11.wmf]0

= 5, у
[image: image12.wmf]0

= -2 - решение данного уравнения.

Теорема 3. Если в уравнении ах + bу = с  НОД(а, b) = d>1 и с не делится на d, то уравнение целых решений не имеет.

   Для доказательства теоремы достаточно предположить противное.

Пример. 

Найти целое решение уравнения 16х - 34у = 7.

Решение. 

(16,34)=2; 7 не делится на 2, уравнение целых решений не имеет.

Теорема 4. Если в уравнении ах +  bу = с  НОД(а, b) = d>1 и с
[image: image13.wmf]M

d, то оно равносильно уравнению а
[image: image14.wmf]1

х + b
[image: image15.wmf]1

у = с
[image: image16.wmf]1

, в котором НОД(а
[image: image17.wmf]1

, b
[image: image18.wmf]1

) = 1.

   При  доказательстве теоремы следует показать, что произвольное целое решение первого уравнения является также решением второго уравнения и обратно.

Теорема 5. Если в уравнении ах + bу = с  НОД(а, b) = 1, то все целые решения этого уравнения заключены в формулах:

х = х
[image: image19.wmf]0

с + bt, у = y
[image: image20.wmf]0

c-at, где х
[image: image21.wmf]0

, y
[image: image22.wmf]0

 - целое решение уравнения  ах + bу = 1, 

t – любое целое число.

   При доказательстве теоремы следует показать, во-первых, что приведенные формулы действительно дают решения данного уравнения и, во-вторых, что произвольное целое решение этого уравнения заключено в приведенных формулах.

   Приведенные теоремы позволяют установить следующее правило решения в целых числах уравнения ах+ bу = с  НОД(а, b) = 1:

1) Находится целое решение уравнения ах + bу = 1 путем представления 1 как линейной комбинации чисел а и b (существуют и другие способы отыскания целых решений этого уравнения, например при использовании цепных дробей);

2) Составляется общая формула целых решений данного уравнения х = х
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с + bt,  у = y
[image: image24.wmf]0

c - at, где х
[image: image25.wmf]0

, y
[image: image26.wmf]0

 - целое решение уравнения  ах +  bу = 1, t – любое целое число.

  Придавая t определенные целые значения, можно получить частные решения данного уравнения: наименьшие по абсолютной величине, наименьшие положительные (если можно) и т.д.

Пример. 

Найти целые решения уравнения 407х - 2816у = 33.

Решение.

1. Упрощаем данное уравнение, приводя его к виду 37х - 256у = 3.

2.Решаем уравнение 37х - 256у = 1.

256 = 37∙ 6 + 34,

37 = 34 ∙1 + 3,

34 = 3 ∙11 + 1.

1 = 34 - 3∙11 = 256 - 37∙6 - 11 (37 – 256 + 37∙6) = 256∙12 - 37∙83 =

= 37∙(-83) - 256∙(-12), 

т.е. х
[image: image27.wmf]0

= -83, y
[image: image28.wmf]0

= -12.

3. Общий вид всех целых решений данного уравнения:

х = -83∙3 - 256t = -249 - 256t,

у = -12∙3 - 37 t = -36 - 37 t.

Положив t = -1, получим х
[image: image29.wmf]1

= 7, у
[image: image30.wmf]1

= 1 и общие формулы решений примут вид:   х = 7 - 256t, у = 1-37t.

     Нами были решены нижеприведенные  уравнения в целых числах, используя возможность представления наибольшего общего делителя двух чисел в виде их линейной комбинации: 

	№
	Решить уравнение в целых числах:
	Ответ: 

	1.
	3х – 4у = 1
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	2.
	27х – 40у = 1
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	3.
	54х + 37у = 1
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	4.
	107х + 84у = 1
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	5.
	13х – 15у = 7
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	6.
	42х + 34у=5
	уравнение целых решений не имеет

	7.
	81х + 52у = 5
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	8.
	24х – 56у = 72
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	9.
	253х – 449у = 3
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Для самостоятельного решения- это задания данные в таблице
Ответы присылайте на адрес:   afivera@yandex.ru
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